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1. Introduccion

En este capitulo se examinaran pruebas de hipdtesis en las que la caracteristica que se
desconoce es alguna propiedad de la forma funcional de la distribucidon que se muestrea.
Ademas se discutiran pruebas de independencia de dos variables aleatorias en las cuales la
evidencia muestral se obtiene mediante la clasificacion de cada variable aleatoria en un
cierto numero de categorias. Este tipo de prueba recibe el nombre de bondad de ajuste.
Para un tamafio especifico del error de tipo |, la hipdtesis nula serd rechazada si existe una
diferencia suficiente entre las frecuencias observadas y las esperadas.

La hipdtesis alternativa es compuesta y a veces no suele estar identificada. El resultado es

que la funcién potencia es dificil de obtener. En consecuencia, una prueba de bondad de
ajuste no debe usarse por si misma para aceptar la afirmacion de la hipétesis nula.

2. Prueba de bondad de ajuste chi-cuadrado

Se utiliza para decidir cuando un conjunto de datos se ajusta a una distribucién dada
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Considérese una muestra aleatoria de tamafo n de la distribucion de una variable
aleatoria X dividida en k clases exhaustivas e incompatibles, yseaN; i=1, 2, ..., k. el
numero de observaciones en la i-ésima clase. Considérese la hipdtesis nula

Ho: F(x)=Fo(x)

en donde el modelo de probabilidad propuesto Fo(x) se encuentra especificado de manera
completa, con respecto a todos los parametros.

Es posible, pues, calcular pi: probabilidad de obtener una observacién en la i-ésima clase,
bajo Ho. Es obvio, también, que

ZP:‘ =1
i
Sea n; la realizacion de N; parai=1,2,...,, k de manera que
D =n
i

La probabilidad de obtener de manera exacta n; observaciones en la i-ésima clase es

MI

2 parai=12..k

Dado que existen k categorias mutuamente excluyentes con probabilidades p1, pz, ..., pPx;
entonces bajo la hipdtesis nula la probabilidad de la muestra agrupada es igual a la funcién
de probabilidad de una distribucién multinomial determinada.
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Para deducir una prueba estadistica para Ho, considérese el caso de k = 2. Este es el caso
de la distribucién binomial con x = ny, p = p1, n-x =nz y 1-p =pz. Sea la variable aleatoria
estandarizada:

Ny —npy

e l=py)

para n grande, esta variable aleatoria se distribuye segiin una N(0;1). Ademas sabemos
gue el cuadrado de una variable aleatoria N(0,1) se distribuye segln una chi-cuadrado con
un grado de libertad. Entonces el estadistico



(Nl_??}:'lj'g _ (Nl_npl}z _|_':f"‘r1_f‘3}:'1:'2 _ (Nl_npljg +(’?_N2 _*‘3(1_?2:‘:‘2 _

np (11— py) Y HE MEY AP
( 1 nplj +( a '}gpﬂj :Z( H Mp!j _>x2_]_2
b HEy il HE

Si se sigue este razonamiento, puede demostrarse que para k>2 categorias distintas
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Ndtese que N; es la frecuencia observada en la i-ésima clase y npi la esperada bajo la
hipétesis nula.

Esta estadistica recibe el nombre de prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada de Pearson.

Si existe una concordancia perfecta entre las frecuencias observadas y las esperadas, el
estadistico tendra un valor igual a cero; por otra parte si las discrepancias entre estas
frecuencias son grandes, el estadistico tomard un valor, también muy grande. Por ello se
desprende que para un valor dado del error de tipo I, la regidn critica estara en el extremo
superior la distribuciéon chi-cuadrada con k-1 grado de libertad.

Una ventaja de la prueba de bondad de ajuste chi-cuadrada es que para valores grandes
de n, la distribucién limite chi-cuadrada de la estadistica, es independiente de la forma que
tenga la distribucién Fo(x) propuesta en la hipétesis Ho. Como consecuencia de esto se
tiene que la prueba de bondad se utiliza también para distribuciones de probabilidad en
las que Fo(x) es continua. Sin embargo, debe insistirse en que la prueba de bondad es
discreta, en el sentido de que ésta compara frecuencias que se observan y se esperan para
un numero finito de categorias.

De acuerdo con lo anterior, si Fo(x) es continua, la prueba no compara las frecuencias que
se observan aisladas con la funcion de densidad propuesta tal y como implica la hipétesis
nula; sino, mas bien, la comparacion se lleva a cabo aproximando la distribucidn continua
bajo Ho con un numero finito de intervalos de clase.

No obstante, esta prueba es un procedimiento razonablemente adecuado para probar
suposiciones de normalidad siempre y cuando el tamafio de la muestra sea
suficientemente grande.

¢Qué tan grande debe ser el tamafio de la muestra? Se ha encontrado que con niguala 5
veces el nimero de clases, los resultados son aceptables. Una regla conservadora es que
ninguna clase tenga una frecuencia inferior a 5; si esto sucediera, se agruparian clases
vecinas.

A menos que se especifique una hipodtesis alternativa que consista en un modelo
alternativo particular Fi(x), la potencia de la prueba (probabilidad de que un valor se
encuentre en la regidn critica cuando Ho es falsa) es muy dificil de determinar. Por otra



parte, puede demostrarse que la potencia tiende a 1 cuando n tiende a infinito. Esto
implica que cuando n es muy grande es casi seguro que se rechaza Ho, pues es muy dificil
especificar una Fo(x) lo suficientemente cercana a la distribucién. Por tanto esta prueba es
cuestionable para muestras muy grandes.

Recuérdese que el modelo de probabilidad propuesto Fo(x) se especificé completamente.
Por regla general, solo se conoce la normalidad de Fo(x), necesitdandose estimar la media y
la varianza, en consecuencia las frecuencias esperadas np;; i =1,2,...,k no pueden
determinarse.

Sea T el estadistico del parametro desconocido 6 de Fo(x). Tanto N;(frecuencias
observadas) como npi(T) frecuencias esperadas son variables aleatorias, donde pi(T) indica

que la probabilidad bajo la hipdtesis nula es funcién del estadistico T de 6.

Puede demostrarse que si T es el estimador de maxima verosimilitud de 6, entonces:
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en donde r es el nUmero de pardmetros que se esta intentando estimar.

[Ejemplo 1

El gerente de una planta industrial pretende determinar si el nUmero de empleados que
asisten al consultorio médico de la planta se encuentran distribuido en forma equitativa
durante los 5 dias de trabajo de la semana. Con base en una muestra aleatoria de 4 semanas
completas de trabajo, se observé el siguiente nimero de consultas:

Lunes Martes Miércoles Jueves WIEHES

Con a=0,05, ¢existe alguna razén para creer que el numero de empleados que asisten al
consultorio médico, no se encuentra distribuido de forma equitativa durante los dias de la
semana?

Solucidn

Una distribucién uniforme lleva consigo que la probabilidad seria la misma para cada dia de la
semana. Por tanto pi=0,2 parai=1,2,3,4,5.

La hipdtesis nula Ho: pi=0,2 parai=1, 2, 3, 4, 5. Dado que n=200, la frecuencia esperada para
cada dia de la semana es 200*0,2=40. Luego, el valor del estadistico es:

Frecuencias Frecuencias

Observadas tedricas (Ni-npi)?/npi




4,9
El estadistico sigue una chi-cuadrada con k-1 grado de libertad, con k=5. Luego
xi=49

Por otro lado PRUEBA.CHI.INV(0,05;4)= 9,48772846. Como 4,9<9,48772846, no puede
rechazarse la hipdtesis nula.

IEjemplo 2

En la tabla siguiente se dan las calificaciones obtenidas en la prueba de matematicas SAT por
los estudiantes de tercer afio preparatorio

Numero de  Frecuencia Intervalo normal Probabilidad Nume

examenes relativa estandar del intervalo  espere

478193 1,00000 462

los datos estan ajustados a una normal de media 491 y desviacidn tipica 120. Con base en la
prueba de bondad de ajuste chi-cuadrado, éexiste alguna razén para creer que el nUmero de
respuestas correctas no se encuentra distribuidas segtin una N(491; 120) a un nivel a=0,05?

Solucién

Ndtese que la sumas de las probabilidades no es la unidad y por tanto la clasificacion en clases
no es exhaustiva; sin embargo, mediante un reajuste esto puede lograrse, haciendo que la
primera clase no tenga limite inferior ni la Ultima superior. La P(X £250)= 0,02230387 y la
P(X=750)= 0,01545091. Sustituyendo estos valores y calculando

NUmero de  Probabilidad Numero
DEWENES del intervalo  esperado (Ni-npi)?/npi
0,0223




478193 478193 12667,6424

Se obtiene que el valor de x% con 12 clases es igual a 12.667,64. Por otro lado el valor critico
};n‘g;,‘.ng = PETTEEA CHI INV{0,01;110 = 24,725021%

Por tanto la hipétesis nula debe rechazarse. Este ejemplo ilustra el comentario formulado
anteriormente con respecto a muestras muy grandes, en las cuales con casi toda seguridad la
hipétesis nula serd rechazada.

IEjemplo 3

Sea la tabla siguiente en la que se indican el nimero de anotaciones de 6 puntos en un partido
de rugby americano en la temporada de 1979

NuUmero de Nunero de
anotaciones veces

448
Con base en los resultados ajustamos una distribucidon de Poisson de parametro la media
muestral A=2,435. ¢ Existe alguna razdn para creer que a un nivel de 0,05; el nimero de
anotaciones es una variable de Poisson?

Solucién

Dado que el valor del pardmetro A no se conoce el estimado de maxima verosimilitud es la
media muestral



i=2435

Los datos ajustados se muestran en la tabla siguiente:

Namero de Nulnero de Frecuencia Probabilidad  Numero

anotaciones veces relativa tedrica esperado (Ni-npi)?/npi

AVARS! AVARS 0,49 068

El valor de x*=6,491. Para k=8 categorias con un pardmetro estimado, el nimero de grados de

libertad es 6. El valor critico de XZ 0,056 = PRUEBA.CHI.INV(0,05;6)= 12,5915774. Como el valor
obtenido 6,491< 12,591 no se puede rechazar la hipétesis nula.

3.

El estadistico de Kolmogorov-Smirnov

La prueba de bondad de ajuste de Pearson se encuentra limitada cuando Fo(x) es continua
y la muestra aleatoria disponible es de tamafio pequefo. Una prueba de bondad cuando
Fo(x) es continua es la de Kolmogorov-Smirnov. No necesita que los datos esten agrupados
en intervalos y es aplicable cuando la muestra es pequefia. Esta se basa en una
comparacién entre las funciones de distribucién acumulativas que se observan en la
muestra ordenada y en la distribucién propuesta bajo la hipétesis nula.

Consideremos la hipétesis nula Ho: F(x)=Fo(x), en donde Fo(x) se especifica de forma
completa. Dendtese por X, X(2), ..., X(n) @ las observaciones ordenadas de una muestra
aleatoria de tamafio n; y definase la funcidn de distribucidn acumulativa muestral como

0 S < Xy
o (x)=qkin G Xy S X < Xy

1 5K Z Ky

Si la hipdtesis nula es correcta las diferencias entre Sy(x) y Fo(x) seran pequefias. El
estadistico de Kolmogorov-Smirnov se define como

D:u = III?X|SKI(J::I— FIZI (X:I|

El estadistico D, tiene una distribucién que es independiente del modelo propuesto bajo la
hipdtesis nula, y depende tan solo del tamafio de la muestra. En la tabla adjunta en la hoja
de célculo, se proporcionan valores cuantiles superiores de D, para varios tamafios de la
muestra.



Para un error de tipo | de tamafio a, la regién critica es de la forma

P[DH ::-i]=r_x
W #

IEjemplo 4

A continuacidn se dan los valores ordenados de una muestra aleatoria con las respuestas
correctas de los estudiantes que ingresaron en la universidad en la prueba del SAT: 852,
875, 910, 933, 957, 963, 981, 998, 1010, 1015, 1018, 1023, 1035, 1048, 1063. En afios
anteriores el nimero de respuestas correctas estaba representado por una N(985; 50).
Con base en la muestra, éexiste alguna razdn para creer que ha ocurrido un cambio en la
distribucidn de respuestas correctas en las pruebas del SAT? Empléese un nivel o=0,05.

Solucién

Valores
ordenados  Sn(X) Fox) |Sn(X)-Fo(X)|

La maxima desviacidén es 0,1207. El valor critico para a=0,05 para D6 es 0,328 como puede
obtenerse en la hoja adjunta de Excel, como 0,1207<0,328 no puede rechazarse la
hipdtesis nula.

4. Prueba de chi-cuadrado para el analisis de tablas
de contingencia con dos criterios de clasificacion

Muchas veces surge la necesidad de determinar si existe alguna relacidn entre dos rasgos
diferentes en los que una poblacién ha sido clasificada y en donde cada rasgo ha sido
subdividido en cierto nimero de categorias. Cuando una muestra se clasifica de esta
manera recibe el nombre de tabla de contingencia de 2 criterios de clasificacion. Es posible
analizar tablas que contengan mas de dos clasificaciones.



El andlisis de una tabla de este tipo supone que las dos clasificaciones son independientes.
Esto es, bajo la hipétesis nula de independencia se desea saber si existe una diferencia
entre las frecuencias que se observan vy las correspondientes frecuencias que se esperan.
La prueba chi-cuadrada da los medios apropiados.

Sea n una muestra que se clasifica segiin Ay B, cada uno de los cuales tienery c
categorias. Ademds, sea Nj el nimero de observaciones de las categorias i, j de Ay B. Se
pueden tabular los datos en una matriz de r c. El total del i-ésimo rengldn es la frecuencia
de la i-ésima categoria de A, de manera similar para las columnas. Sea

;
M = Z"gij

7-1

r
iml

Sea pjj la probabilidad de que un objeto seleccionado al azar se encuentre en la categoria
(i, j), sea pi. la marginal de i de Ay p, la marginal de j de B. Si las caracteristicas son
independientes, la probabilidad conjunta es igual al producto de las marginales

H, [Py = PuPay i=le...,mi=12, ¢
bajo la hipdtesis nula, el estadistico
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cuando n es grande.

Sin embargo, la mayoria de las veces no se conocen las probabilidades marginales, y de
esta forma se estiman con base en una muestra.

Afortunadamente, la prueba de bondad de ajuste de la chi-cuadrado permanece como la

estadistica apropiada siempre que se empleen los estimados de mdxima verosimilitud y se
reste un grado de libertad del total para cada parametro que se esté estimando. Dado que

ZP;‘. =1

iml

Z.p-j =1

J=1
existen r-1 parametros de filas y c-1 de columnas a ser estimados.

De esta forma el nimero de grados de libertad sera



rc-1-(r-1)-(c-1)=rc-r-c+1=r(c-1)-(c-1)=(r-1)(c-1)

Puede demostrarse que los estimadores de mdxima verosimilitud son

e ';3;.
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al sustituir se obtiene
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IEjercicio 5

Una compaiiia evalla una propuesta para fusionarse con una corporacién. El consejo de
directores desea muestrear la opinion de los accionistas para determinar si esta es

independiente del nimero de acciones que posee cada uno. Una muestra aleatoria de 250

accionistas da los siguientes resultados:

Numero de Opinidn
acciones A favor En contra Indecisos
Menos de 200
200-1000
Mas de 1000

Totales

Con base en esta informacion, éexiste alguna razén para dudar de que la opinién con

respecto a la propuesta es independiente del nimero de acciones que posee el accionista?

Usese o =0,1.

Solucidn

Formulamos la hipdtesis nula de independencia de los dos caracteres; es decir:

Ho: pij = pi.p.j i=1,2,3; j=1,2,3.

Como las probabilidades marginales no se conocen, hay que estimarlas de la muestra, en

consecuencia, el estadistico

10
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Numero de Opinion ]
acciones A favor En contra Indecisos Totales
Menos de 200
200-1000

Mas de 1000

Totales

1,9| 2,80036437 1,40236842 | 6,10273279
0,08101266 | 0,0206037 0,07316456 | 0,17478092
0,94736842 | 1,86558704 1,70526316 | 4,51821862

Suma Total 10,7957323

El valor obtenido de la muestra para x?=10,7957323. El valor critico que se obtiene en la

distribucién chi-cuadrado es Xo0,9;4= PRUEBA.CHI.INV(0,1;4)= 7,77943396. Como 10,795 >
7,779 el estadistico de prueba se encuentra dentro de la regidn critica y por tanto la
hipétesis nula debe rechazarse.
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